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未知信号传播速度下存在时钟同步和传感器误差的
多基地定位算法

孙 霆，王 威，陈 鹏，高婧洁
（长安大学信息工程学院，陕西西安 710064）

摘　要：　现有未知信号传播速度场景下的多基地定位算法在实际场景中受地形、遮挡等因素影响可能无法利用

直接路径获取测量值 . 同时，这些算法引入了较多辅助变量，在相对较少数目发射站和接收站场景下也无法实现定

位 . 为了弥补这些不足，本文对未知信号传播速度下存在时钟同步误差和传感器位置误差的多基地定位问题开展研

究，并提出一种新的闭式算法 . 所提算法包含两个阶段，第一阶段利用发射站-目标-接收站这一间接路径的时延观测

量，基于单一辅助变量构建矩阵方程，随后通过加权最小二乘技术给出初始解 . 第二步利用未知参数与单一额外变量

的关系修正初始估计值，进一步提升定位精度 . 理论分析表明所提算法在适度的误差条件下可实现克拉美罗下界

（Cramer Rao Lower Bound， CRLB），且在较少数目发射站和接收站场景下仍可实现目标位置和信号传播速度估计 . 仿

真实验进一步验证了理论分析，同时表明所提算法定位精度优于现有算法 .
关键词：　未知信号传播速度；多基地定位；时钟同步误差；传感器位置误差；闭式算法；克拉美罗下界

基金项目：　陕西省创新能力支撑计划项目（No.2022TD-41）；陕西省自然科学基础研究计划资助（No.2023-JC-

QN-0743）；长安大学中央高校基本科研业务费专项资金资助（No.300102243101，No.300102243401）
中图分类号：　TN971.5 文献标识码：　A 文章编号：　0372-2112(2023)08-2124-10
电子学报URL:http://www.ejournal.org.cn DOI:10.12263/DZXB.20230046

Multistatic Localization Algorithm Under Unknown Signal Propagation 
Speed Scenario with Clock Synchronization and Sensor Position Errors
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Abstract:　Existing multistatic localization algorithms with unknown signal propagation speed may not obtain measure⁃
ments according to direct paths due to terrain and occlusion in general scenarios.  These algorithms introduce additional vari⁃
ables and cannot determine the target position when the number of transmitters and receivers is relatively small.  To overcome 
these drawbacks, this paper investigates the multistatic localization problem under the unknown signal propagation speed sce⁃
nario, considering clock synchronization and sensor position errors, and develops a novel closed-form solution.  The proposed 
method consists of two steps: In the first stage, the delay observation measurement of the indirect path of transmitter-target-re⁃
ceiver is used to construct the matrix equation based on a single auxiliary variable, and then the initial solution is given by the 
weighted least squares technique.  In the second stage, the initial estimates are refined by exploiting the relationships between 
the extra variable and unknown parameters to improve localization accuracy.  Theoretical analysis shows that the proposed 
method can achieve the CRLB (Cramer Rao Lower Bound) under moderate error conditions and can determine the target posi⁃
tion and unknown signal propagation speed when the number of transmitters and receivers is small.  Numerical simulations 
confirm the analytical results and show that the proposed method outperforms the state-of-the-art methods.
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1　引言

多基地定位由于其具有定位精度高，配置灵活和

目标覆盖范围广等优点［1］，已广泛应用于多基地雷达、

多输入多输出（Multiple Input Multiple Output，MIMO）雷

达、声呐以及无线传感器网络等领域［2~5］. 多基地定位

中 典 型 的 观 测 量 为 双 基 地 距 离（Bistatic Range，
BR）［6~9］，每一个BR测量值可产生一个目标所在的椭球

面，其对应的发射站和接收站则为该椭球的两个焦点，

因此双基地定位也被称“椭球定位”. 另外，接收站与目

标之间的到达角（Angle Of Arrival，AOA）［10］及目标处于

运动状态时的多普勒频移（Doppler Shift，DS）［11］同样可

作为观测信息实现目标定位 .
多基地场景下的定位算法可分为闭式解以及非闭

式解，应用最广泛的闭式解为两步加权最小二乘算法

（Two Stage Weighted Least Squares，TSWLS）及其改进算

法［6~11］；此外，典型的多基地定位闭式解还包括球面相

交法［12］、多维标度法［13］、加权球面插值法［14］等 . 非闭式

解主要包括泰勒级数展开算法［15］以及半定规划算

法［16，17］等 .
上述这些算法在适度的测量误差条件下可达到克

拉美罗下界（Cramer-Rao Lower Bound，CRLB）［18］. 为了

简化定位模型，这些算法认为信号传播速度准确已知，

该假设对于自由空间中信号以光速传播的定位模型是

合理的 . 然而，对于某些场景可能并非如此，尤其是在

水下、地下或固体环境中定位［19~21］. 因此，文献［22，23］
分别提出了两种不同的闭式解法来估计目标位置和未

知信号传播速度 . 另外，文献［24］针对信号传播速度部

分统计知识已知和完全未知两种场景，将非凸定位问

题转化为半定规划问题并添加二阶锥约束来估计目标

位置和信号传播速度 .
上述这三种多基地场景下未知信号传播速度的

定位算法［22~24］在适度的误差条件均可实现 CRLB 精

度，尽管如此，它们依旧存在一些不足 .（1）这些算法

均需利用发射站-接收站这一直接传播路径产生两条

路径的时延观测量，在实际场景中，受遮挡或地形等

因素影响直接传播路径可能无法实现［25］，仅可利用

间接传播路径 .（2）利用两条路径可消除发射站和接

收站的时钟同步误差，若仅有间接路径可利用时，忽

略时钟同步误差可能会对定位性能产生较大影响 .
（3）现有算法引入的辅助变量较多，当发射站和接收

站的数目较少时，它们可能无法实现定位 . 因此，进

一步研究未知信号传播速度场景下存在时钟同步误

差和传感器位置误差的多基地定位算法具有重要

意义 .
本文基于研究现状存在的不足，针对未知信号传

播速度下存在时钟同步和传感器位置误差的三维多基

地定位问题开展进一步研究并提出一种闭式解，该方

法可实现目标位置和未知传播速度联合估计 . 仿真实

验表明了所提算法的有效性 .
2　定位模型

本文考虑在三维场景中利用由Nt个发射站和Nr个

接收站所构成的多基地系统对单一静止目标进行定

位 . 目标的真实位置向量记为 u = (xu yu zu )T，每个发

射站和接收站的真实位置向量分别用 t i = (xti
yti

zti
)T

和 s j = (xsj
ysj

zsj
)T 来 表 示 ，其 中 ，i = 12 × × ×Nt，j =

12Nr. 在实际场景中，发射站和接收站的真实位置

往往存在随机误差而难以获取，因此记 t̂ i = t i + Dt i 和 ŝ j =
s j + Ds j 为可利用的位置参数，Dt i 和 Ds j 为随机位置误

差 . 将可利用的位置参数表示为向量形式有

β̂ = β + Dβ （1）
式（1）中，β = (tT sT )T = (t T

1 t
T
2  × × ×t

T
Nt
sT

1 s
T
2  × × ×s

T
Nr

)T

和 β̂ = (t̂T ŝT )T = (t̂ T
1 t̂

T
2  × × × t̂

T
Nt
ŝT

1 ŝ
T
2  × × ×ŝ

T
Nr

)T 分别表示真

实的位置参数向量及可利用的位置参数向量 Dβ =
(DtT DsT )T = (Dt T

1 Dt T
2  × × ×Dt T

Nt
DsT

1 DsT
2  × × ×DsT

Nr
)T 为服从

高斯零均值分布的误差向量，其协方差矩阵记作

E[DβTDβ]=Qβ.
假设定位系统均能观测到发射站-目标-接收站这

一间接路径的信号 . 那么发射站 i和接收站 j对应的双

基地距离（Bistatic Range， BR）真实值为

cτij = R ti
+ Rs j

（2）
式（2）中，c表示未知信号传播速度，τij 表示信号经

发射站 i—目标—接收站 j 的传播时延（Time Delay，
TD）. 此外，R ti

= ||u - t i ||Rs j
= ||u - s j ||. 由于多基地系统存

在时钟同步误差以及时延测量误差，时延 τij 的测量值

可表示为

τ̂ ij = τij + δ ti
- δs j

+ nij （3）
式（3）中，nij 为测量误差，δ ti

表示第 i个发射站相对

参考时钟的时钟同步误差，δs j
则表示第 j个接收站相对

参考时钟的时钟同步误差 . 将全部时延测量值表示为

向量形式有

τ̂ = τ +Fδ + n = τ + ε （4）
式（4）中，τ = (τ11 τ12  × × ×τNt Nr

)T 为真实的时延向量，

δ =  (δ t1
 × × ×δ tNt

δs1
 × × ×δsNr

)T 为时钟同步误差向量，n =

(n11 n12  × × ×nNr Nt
)T 为 测 量 误 差 向 量 ， F =

[INt
⊗ 1Nr

  -1Nt
⊗ INr

]. 不失一般性地，假定时钟同步误

差和测量误差相互独立，那么总的测量误差向量 ε =
(ε11 ε12  × × ×εNr Nt

)T 协方差矩阵为 E(εεT )=Qε =FQδF
T +

Qn，其中，Qδ = E(δδT )和Qn = E(nnT )分别表示时钟同步
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误差向量和测量误差向量的协方差矩阵 .

除了时延测量值外，接收站 j还可观测得到目标的

方位角 ϕ̂j = ϕj + Dϕj 以及俯仰角 θ̂j = θj + Dθj，其中，ϕj 和 θj

分别为真实角度信息，他们与目标以及接收站之间存

在如下表达式

ϕi = arctan
yu - ysj

xu - xsj



θi = arctan
zu - zsj

(xu - xsj
)2 + (yu - ysj

)2

（5）

将角度测量值表示为向量形式可得

ϕ̂ = ϕ + Dϕ θ̂ = θ + Dθ （6）
式（6）中 ，ϕ = (ϕ1 ϕ2  × × × ϕNr

)T θ = (θ1 θ2  × × × θNr
)T

表示真实的角度向量，角度测量误差的协方差矩阵分

别为E(DϕDϕT )=Qϕ和E(DθDθT )=Qθ.
3　克拉美罗下界分析

在给出所提算法之前，本节首先给出第 2节所述定

位模型的 CRLB，以此作为估计性能评估的标准 . 并通

过仿真实验给出忽略时钟同步误差对最优参数估计精

度的影响 .
记未知向量为 κ = (φT βT )T，其中，φ = (uT cT )T. 那

么基于测量向量 m̂ = (τ̂T ϕ̂T θ̂T )T和可利用的位置向量 β̂

的对数概率密度函数为

ln p(m̂β̂；κ)=K -
1
2

(m̂ -m)TQ-1
m (m̂ -m)

-
1
2

(β̂ - β)TQ-1
β (β̂ - β)

（7）

式（7）中，K=-0.5ln((2π)(Nt+2)Nr|Qm|)-0.5ln((2π)3(Nt+Nr )|Qβ|)

为与未 知 向 量 无 关 的 常 数 项 ，协 方 差 矩 阵 Qm =

blkdiag{Qε Qϕ Qθ}. 根据估计理论［18］，未知向量 κ估计

的CRLB为

CRLB(κ)= -E
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú

¶2 ln p(m̂；φ̂)

¶κ¶κT

-1

=
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úX11 X12 X13

X T
12 X22 X23

X T
13 X T

23 X33

（8）

式（8）中，各矩阵的表达式为

X11 = ( ¶m
¶u ) T

Q-1
m ( ¶m

¶u ) X12 = ( ¶m
¶u ) T

Q-1
m ( ¶m

¶c ) 
X13 = ( ¶m

¶u ) T

Q-1
m ( ¶m

¶β ) X22 = ( ¶m
¶c ) T

Q-1
m ( ¶m

¶c ) 
X23 = ( ¶m

¶c ) T

Q-1
m ( ¶m

¶β ) X33 = ( ¶m
¶β ) T

Q-1
m ( ¶m

¶β ) +Q-1
β

（9）

式（9）中，各项偏导的表达式为

¶m
¶u

=
é

ë

ê
êê
ê( ¶τ¶u ) T

  ( ¶ϕ¶u ) T

  ( ¶θ¶u ) Tù

û

ú
úú
ú

T



¶m
¶c

=
é

ë

ê
êê
ê( ¶τ¶c ) T

  ( ¶ϕ¶c ) T

  ( ¶θ¶c ) Tù

û

ú
úú
ú

T



¶m
¶β

=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê( ¶τ¶β ) T

  ( ¶ϕ¶β ) T

  ( ¶θ¶β ) Tù

û

ú
úú
ú
ú
ú

T

（10） 

式（10）中，各分块矩阵的定义为
¶τ
¶u

(k1 ：)= ((u - t i )T /R ti
+ (u - s j )T /Rs j

)/c

¶ϕ
¶u

( j：)= pT
j /(Rs j

cos(θ j ))

p j =[-sin(ϕ j )  cos(ϕ j )  0]T 
¶θ
¶u

( j：)= qT
j /Rs j



q j =[-sin(θ j )cos(ϕ j )  -sin(θ j )sin(ϕ j )  cos(θ j )]T 
¶τ
¶c

(k1 1)= -(R ti
+ Rs j

)/c2 
¶ϕ
¶c

( j1)= 0
¶θ
¶c

( j1)= 0

¶τ
¶β

(k1 ：)= -[0T
3(i - 1)  a

T
1  0T

3(Nt - i)  0
T
3( j - 1)  a

T
2  0T

3(Nr - j) ]/c

a1 = (u - t i )T /Ro
ti
a2 = (u - s j )T /Rs j



¶ϕ
¶β

( j：)= -[0T
3Nt

  0T
3( j - 1)  

¶ϕ
¶u

( j：)  0T
3(Nr - j) ]

¶θ
¶β

( j：)= -[0T
3Nt

  0T
3( j - 1)  

¶θ
¶u

( j：)  0T
3(Nr - j) ].

  （11）

式（11）中 ，k1 = (i - 1)Nr + j 且 i = 12 × × ×Nt  j = 1 
2Nr.利用分块矩阵求逆理论知识［28］，可得未知向量

φ的CRLB表达式为

CRLB(φ)= ( )é
ë
êêêê ù

û
úúúúX11 X12

X T
12 X22

-[ ]X13 X23 X -1
33

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
úX T

13

X T
23

-1

=
ì
í
î

ïïé
ë
êêêê ù

û
úúúú¶m

¶u
  
¶m
¶c

T

Q-1
m
é
ë
êêêê ù

û
úúúú¶m

¶u
  
¶m
¶c

- é
ë
êêêê ù

û
úúúú¶m

¶u
  
¶m
¶c

T

·

Q-1
m

¶m
¶β ( )( )¶m

¶β

T

Q-1
m ( )¶m

¶β
+Q-1

β ( )¶m
¶β

T

·

}Q-1
m
é
ë
êêêê ù

û
úúúú¶m

¶u
  
¶m
¶c

-1

  （12）
式（12）给出利用联合测量向量 m͂ = (τ͂T ϕ͂T θ͂T )T 时，

未知目标位置和信号传播速度估计的 CRLB 表达式 .
若仅利用时延测量值时，总测量值退化为 τ͂. 这种模型

下未知向量 φ的 CRLB 表达式与式（12）的矩阵形式完

全相同，仅需将式（9）中m替换为 τ、Qm替换为Qε.
接下来进一步分析时钟同步误差对定位性能的影

响，为了简化分析，这里考虑位置误差较小时的情况 .
当发射站和接收站的位置误差较小时，式（12）主要由
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等式右边第一项决定，因此有

CRLB(φ)» é
ë
êêêê ù

û
úúúúX11 X12

X T
12 X22

-1

= ( )é
ë
êêêê ù

û
úúúú¶m

¶u
  
¶m
¶c

T

Q-1
m
é
ë
êêêê ù

û
úúúú¶m

¶u
  
¶m
¶c

-1
（13）

将 Qm = blkdiag{Qε Qϕ Qθ}以及 Qε =FQδF
T +Qn 代

入式（13），利用矩阵求逆引理［28］可得

CRLB(φ)» (H1 -H2 ) -1

=H -1
1 +H -1

1 (H -1
2 -H -1

1 )-1 H -1
1

（14）
式（14）中

H1 =
é
ë
êêêê¶m
¶u

 
¶m
¶c

ù
û
úúúú

T

Q-1
m1

é
ë
êêêê¶m
¶u

 
¶m
¶c

ù
û
úúúú 

Qm1
= blkdiag{Qn Qϕ Qθ}

H2 =
é
ë
êêêê¶m
¶u

  
¶m
¶c

ù
û
úúúú

T

Q-1
m1

((FQδF
T )-1

+Q-1
m1

)-1Q-1
m1

é
ë
êêêê¶m
¶u

  
¶m
¶c

ù
û
úúúú

（15）

式（14）等式右边第一项H -1
1 为不存在时钟同步误差

的CRLB表达式，考虑到式（14）右边第二项的半正定性质，

因此存在时钟同步误差会增大未知目标估计的CRLB.
为了能够更直观地反映存在时钟同步误差对未知向

量CRLB性能的影响，这里通过仿真实验给出进一步分

析 . 仿真实验选取由Nt = 4个发射站和Nr = 6个接收站组

成的多基地声呐定位系统对未知目标位置和信号传播速

度进行估计，发射站以及接收站的真实位置在表 1中给

出，未知信号传播速度以及目标位置分别为c = 1 500 m/s
和 u = (2 0002 0001 800)Tm. 另外，时延误差，发射站和

接收站位置误差，角度误差以及时钟同步误差的协方差

矩阵分别设置为 Qn = σ
2
n INt Nr

，Qβ = σ
2
β I3(Nt +Nr )，Qϕ =Qθ =

σ 2
aoa INr

，Qδ = σ
2 I3(Nr +Nr )，其中时延，位置以及角度标准差设

置为σn = 1ms，σβ = 0. 01 m，σaoa=1o，时钟同步误差标准差变

化范围为0.1 ms~0.01 s. 仿真结果在图1中给出 .
根据仿真结果可得，即使当时钟同步误差较小时

（同步误差为 10  ms），仅使用时延观测量得到的目标

位置和信号传播速度估计平方根 CRLB 要比不考虑时

钟同步误差的平方根 CRLB 分别增加 12 m 和 3.7 m/s，
这表明不考虑时钟同步误差对CRLB性能有一定影响，

与前文的理论分析一致 . 另外，联合时延和角度信息比

仅利用时延信息时，可提供更优的CRLB精度 .
4　所提算法

4. 1　基于单一辅助变量的初解

将 Rs j
和 R ti

在可利用的发射站和接收站处进行线

性泰勒级数展开可得

Rs j
= R̂s j

+ ρT
uŝ j
Ds j R ti

= R̂ ti
+ ρT

ut̂i
Dt i （16）

式（16）中，R̂ ti
= ||u - t̂ i||Rs j

= ||u - ŝ j||，ρuŝ j
以及 ρ

ut̂i
通

过定义式（17）可计算得到 .
ρab = (a - b)/||a - b|| （17）

令 i = 1并将式（3）、式（16）以及时延测量值代入式

（2）中有

cτ̂1j = R̂ t1
+ R̂s j

+ ρT
ut̂1
Dt1 + ρ

T
uŝ j
Ds j + cε1j （18）

将式（18）中的 R̂ t1
移项，对等式两边进行平方并且

仅保留线性误差项可得

t̂ T
1 t̂1 - ŝT

j ŝ j - 2(t̂1 - ŝ j )Tu + τ̂ 2
1jc

2 - 2τ̂1jcR̂ t1

= 2(cR̂s j
ε1j + R̂s j

ρT
ut̂1
Dt1 + R̂s j

ρT
uŝ j
Ds j )

（19）
对于 i = 2 × × ×Nt j = 1 × × ×Nr，表达式 cτij - cτ1j + R t1

=

表1　发射站和接收站的真实位置 单位：m
发射站 i

1
2
3
4

接收站 j

1
2
3
4
5
6

xti

−1 000
−1 000
1 000
1 000

xsj

−2 250
2 250

0
3 000

−3 000
0

yti

−1 500
1 500
1 500

−1 500
ysj

−2 250
2 250
3 000

0
0

−3 000

zti

1 000
500
400
480
zsj

1 000
500

1 000
500
750
500

(a) 位置估计性能

(b) 传播速度估计性能

图1　CRLB性能随时钟同步误差的变化情况
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R ti

成立，将可利用的测量值代入该式有

cτ̂ij - cτ̂1j + R̂ t1
= R̂ ti

- ρT
ut̂1
Dt1 + ρ

T
ut̂i
Dt i + c(εij - ε1j )

（20）
将式（20）两边同时平方，忽略二阶及以上误差项

可得

2(cR̂ ti
(εij - ε1j )- ρT

ut̂1
R̂ t1

Dt1 + ρ
T
ut̂i

R̂ t1
Dt i )

= t̂ T
1 t̂1 - t̂ T

i t̂ i - 2(t̂1 - t̂ i )Tu + (τ̂ ij - τ̂1j )2c2 + 2(τ̂ ij - τ̂1j )cR̂ t1

（21）
除此之外，若利用角度信息可得

u - s j = Rs j
υ j （22）

式（22）中，υ j = (cos(θj )cos(ϕj )cos(θj )sin(ϕj )sin(θj ))T

表示未知目标和接收站连线方向的单位向量 . 定

义 向 量 υ j 的 正 交 向 量 为 p j = (-sin(ϕj )cos(ϕj )0)T 和

q j = (-sin(θj )cos(ϕj ) -sin(θj )sin(ϕj )cos(θj ))T，对式（22）
两边分别左乘pT

j 和qT
j 可得

pT
j s j - pT

j u = 0 qT
j s j - qT

j u = 0 （23）
类似地，将可利用的角度和接收站位置参数代入

式（23）中，同时仅保留一阶误差项有

p̂T
j ŝ j - p̂T

j u = R̂s j
cos(θ̂j )Dϕj + p̂T

j Ds j 

q̂T
j ŝ j - q̂T

j u = R̂s j
Dθj + q̂T

j Ds j

（24）
式（24）中，p̂ j 和 q̂ j 分别为 p j 以及 q j 的观测量形式 .

将式（19）、式（21）和式（24）表示为矩阵形式可得

b1 -A1ψ1 =B1ε1 +D1Dβ （25）
式（25）中，ψ1 = (uT c2 cR t1

)T 表示未知向量，其中

cR t1
为额外变量 . b1 = (bT

11 b
T
12 b

T
13 b

T
14 )T 为 (Nt Nr + 2Nr )

维的观测向量，A1 =[AT
11  A

T
12  A

T
13  A

T
14 ]T 为 (Nt Nr + 2Nr )´

5维的观测矩阵，它们的具体表达式为

b11 ( j1)= t̂ T
1 t̂1 - ŝT

j ŝ j  b12 = b͂12⊗ 1Nr


b͂12 (i1)= t̂ T
1 t̂1 - t̂ T

i t̂ i 

A11 ( j：)=[2(t̂1 - ŝ j )T  -τ̂ 2
1j  2τ̂1j ]

A12 (k2 ：)=[2(t̂1 - t̂ i )T  -(τ̂ ij - τ̂1j )2  -2(τ̂ ij - τ̂1j )]

b13 ( j1)= p̂T
j ŝ j b14 ( j1)= q̂T

j ŝ j 

A13 ( j：)=[ p̂T
j   0T

2 ]A14 ( j：)=[q̂T
j   0T

2 ]

（26）

式（26）中，1Nr
表示 Nr 维全 1 列向量，k2 = (i - 2)Nr+j

且 i = 2Nt j = 1Nr. 类似地，B1 和 D1 表示为分块

矩阵的形式有
B1 = blkdiag{B11 B12 B13 }

D1 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú
D11

D12

ONr ´ 3Nt
 D13

ONr ´ 3Nt
 D14

（27）

式（27）中各分块矩阵可通过下式计算得到

B11 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

ú2cdiag(R̂s1
R̂sNr

) ONr ´Nr (Nt - 1)

-(R̂ t2
R̂ tNt

)T⊗ INr
diag(R̂ t2

R̂ tNt

)⊗ INr

B12 ( jj)= R̂s j
cos(θ̂j )B13 ( jj)= R̂s j



D11 ( j：)= 2[R̂s j
ρT

ut̂1
  0T

3(Nt - 1)  0
T
3( j - 1)  R̂s j

ρT
uŝ j

  0T
3(Nr - j) ]

D12 (k2 ：)= 2[-R̂ ti
ρT

ut̂1
  0T

3(i - 2)  R̂ ti
ρT

ut̂i
  0T

3(Nt - i)  0
T
3Nr

]

D13 ( j：)=[0T
3( j - 1)  p̂

T
j   0T

3(Nr - j) ]

D14 ( j：)=[0T
3( j - 1)  q̂

T
j   0T

3(Nr - j) ]

（28）

利用加权最小二乘技术可得未知向量 ψ1 的估计

值为

ψ̂1 = (AT
1W1 A1 )-1 AT

1W1b1 （29）
式（29）中，加权矩阵为 W1 = (B1 blkdiag{Qε Qaoa }BT

1  
+D1QβDT

1 )-1. 据式（28）可知，计算加权矩阵需利用未知

参数，可先设置 W1 为单位矩阵从而得到初始估计值，

随后利用式（28）更新加权矩阵，进而给出更精确的估

计值 . 仅利用时延观测量时间，观测向量和观测矩阵分

别退化为 b1 =[bT
11  b

T
12 ]T 和 A1 =[AT

11  A
T
12 ]T，同时矩阵 B1

和 D1 需更新为 B1 =B11 和 D1 =[DT
11  D

T
12 ]T，加权矩阵则

需改写为 W1 = (B1QεB
T
1 +D1QβDT

1 )-1. 令估计误差为

Dψ1 = ψ̂1 -ψ1，将 ψ1 重写为 (AT
1W1 A1 )-1 AT

1W1 A1ψ1，同

时将式（29）代入Dψ1可得

Dψ1 = ψ̂1 -ψ1 = (AT
1W1 A1 )-1 AT

1W1 (b1 -A1ψ1 )

= (AT
1W1 A1 )-1 AT

1W1 (B1ε1 +D1Dβ)
（30）

当测量误差、位置误差以及角度误差较小时，忽略

矩阵 A1 和 W1 中的误差项有 E(Dψ1 )» 0. 即所提算法第

一步在误差较小时近似无偏估计，进而可得第一步估

计误差的协方差矩阵近似为 cov(ψ̂1 )=E(Dψ1Dψ
T
1 )»

(AT
1W1 A1 )-1.

4. 2　基于定位误差修正的终解

第一步所提算法虽然将传统算法的额外变量数目

降为 1，但是其未知向量中的元素依旧存在如下非线性

关系

||u - t1||
2c2 = (cR t1

)2 （31）
将未知参数的真实值用初始估计值表示有

u = ψ̂1 (1：3)- Dψ1 (1：3)

c2 = ψ̂1 (4)- Dψ1 (4)

cR t1
= (ψ̂1 (5)- Dψ1 (5))

（32）

将式（32）代入式（31）中，并且仅保留线性误差

项有

(ψ̂ T
1 (1：3)ψ̂1 (1：3)+ t̂ T

1 t̂1 )ψ̂1 (4)- ψ̂ 2
1 (5)- 2t̂ T

1 ψ̂1 (4)u

= 2ψ̂1 (4)ψ̂ T
1 (1：3)Dψ1 (1：3)

   +||ψ̂1 (1：3)- t̂1||
2Dψ1 (4)- 2ψ̂1 (5)Dψ1 (5)

（33）

联合式（32）中的前两个等式以及式（33）可得所提
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算法第二步的矩阵方程为

b2 -A2ψ2 =B2Dψ1 （34）
式（34）中，ψ2 = (uT c2 )T 为待估计向量，测量向量

b2、测量矩阵A2以及矩阵B2的定义式为

b2 = (ψ̂ T
1 (1：3)ψ̂1 (4)(ψ̂ T

1 (1：3)ψ̂1 (1：3)+ t̂ T
1 t̂1 )ψ̂1 (4)

      -ψ̂ 2
1 (5))T 

A2 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úI3 03

0T
3 1

2t̂ T
1 ψ̂1 (4) 0

B2 =
é

ë

ê

ê
êê
ê

ê ù

û

ú

ú
úú
ú

úI3 03 03

0T
3 1 0

2ψ̂ T
1 (1：3)ψ̂1 (4) ||ψ̂1 (1：3)- t̂1||

2 -2ψ̂1 (5)

（35）

再次利用加权最小二乘技术可得ψ2的估计值为

ψ̂2 = (AT
2W2 A2 )-1 AT

2W2b2 （36）
式（36）中，加权矩阵为 W2 = (B2cov(ψ̂1 )BT

2 )-1. 因

此，目标位置和信号传播速度最终估计值为 û = ψ̂2 (1：3)

以及 ĉ = ψ̂2 (4).
5　算法分析

5. 1　算法性能分析

本小节进一步证明当测量误差，发射站和接收站

位置误差以及角度误差较小的情况下，所提算法可实

现 CRLB. 这里首先给出测量误差，发射机和接收机位

置误差以及角度误差较小时的条件（下文统称为小误

差条件）
C1：||Dt i|| R ti

||Ds j|| Rs j


C2：||ε ij|| τ ij 
C3：||Dϕj|| ||ϕj||||Dθj|| ||θj||

（37）

式（37）的条件 C1 以及 C3 在位置误差和角度误差

较小时容易实现，条件C2则在测量误差较小或目标较

远时可实现 . 同时，上述这些误差条件也普遍应用于现

有文献［22~24］所提算法的性能分析部分 .
令所提算法目标位置和信号传播速度的估计误差

分别为 Du = û - u 和 Dc = ĉ - c，那么所提算法第二步的

估计误差可表示为

Dψ2 (1：3)= ψ̂2 (1：3)- u = û - uo = Du

Dψ2 (4)= ψ̂2 (4)- c2 = ĉ2 - (c - Dc)2 » 2ĉDc
（38）

因此，未知向量 φ = (uT cT )T 的估计值误差 Dφ =

(DuT DcT )T 和所提算法第二步估计误差之间可建立如

下关系式

Dφ =B-1
3 Dψ2 （39）

式（39）中，B3 = diag{1112ĉ}. 将 Dψ2 = ψ̂2 -ψ2 代

入式（39）可得

Dφ =B-1
3 (ψ̂2 -ψ2 )

=B-1
3 (AT

2W2 A2 )-1 AT
2W2 B2Dψ1

（40）
根据第 4 节分析可知小误差条件下有 E(Dψ1 )» 0.

因此，忽略（40）中的二阶误差项可得 E(Dφ)» 0，即所提

算法在小误差条件时近似为无偏估计，进而可得其协

方差矩阵为 cov(φ)=E(DφDφT )»B-1
3 (AT

2W2 A2 )-1 B-T
3 . 将

加权矩阵表达式 W2 = (B2cov(ψ1 )BT
2 )-1 代入协方差矩

阵，利用矩阵求逆引理［28］可得
cov(Dφ)= (AT

3 Q-1
m A3 -AT

3 Q-1
m A4 (AT

4 Q-1
m A4

+Q-1
β )AT

4 Q-1
m A3 )-1 （41）

式（41）中，A3 =B-1
1 A1 B-1

2 A2 B3，A4 =B-1
1 D1.

显然，协方差矩阵式（41）与CRLB式（12）具有相同

的矩阵形式 . 因此，这里只需比较 A3 与
é
ë
êêêê¶m
¶u

  
¶m
¶c

ù
û
úúúú以

及A4与
¶m
¶β

之间的关系 . 利用式（37）可得

A3 »
é
ë
êêêê¶m
¶u

  
¶m
¶c

ù
û
úúúú A4 »-

¶m
¶β

（42）
根据式（42）可得 cov(Dφ)»CRLB(φ). 因此，当测量

误差、发射站和接收站位置误差以及角度误差较小时，

所提算法可实现CRLB.
5. 2　算法复杂度分析

本小节给出所提算法的计算复杂度分析，这里主

要以所需实数乘法次数为主进行分析 . 所提算法第一

步计算复杂度主要集中于计算加权矩阵 W1 和初始解

ψ1，计算加权矩阵需要分别计算B1Qm、B1Qm BT
1、D1Qβ、

D1QβDT
1 以及 (B1Qm BT

1 +D1QβDT
1 )-1；求初始解则包括

AT
1W1、AT

1W1 A1、(AT
1W1 A1 )-1、(AT

1W1 A1 )-1 AT
1W1 以 及

(AT
1W1 A1 )-1 AT

1W1b1. 所提算法第二步计算复杂度主要

包括构建W2 和获取最终估计值ψ2，计算这两项需分别

计算 B2cov(ψ̂1 )、B2cov(ψ̂1 )BT
2、(B2cov(ψ̂1 )BT

2 )-1、AT
2W2、

AT
2W2 A2、(AT

2W2 A2 )-1、(AT
2W2 A2 )-1 AT

2W2以及(AT
2W2 A2 )-1 

AT
2W2b2，以上各项所需的实数乘法次数在表2中给出 .

表 2给出所提算法联合时延和角度定位的各单元

计算复杂度，仅使用时延观测量的计算复杂度仅需将

表 2 中所有的 (Nt + 2)替换为 Nt. 因此仅使用时延时所

提算法的计算复杂度为
3(Nt Nr )3 + 9(Nt Nr )(Nt +Nr )2 + 3(Nt Nr )2 (Nt +Nr )

+5(Nt Nr )2 + 55(Nt Nr )+ 1344
（43）

将式（43）与文献［22，23］计算复杂度对比不难发

现，所有算法计算加权矩阵W1所需的计算复杂度一致，

均为 3(Nt Nr )3 + 9(Nt Nr )(Nt+Nr )2 + 3(Nt Nr )2 (Nt+Nr )，但

本文所提算法计算 ψ̂1 和以及第二步修正解所需的计

算复杂度均低于现有闭式算法，因此所提算法计算复

杂度低于现有闭式解的计算复杂度 . 所提算法可降低

计算复杂度的主要原因为（1）所提算法将现有闭式算
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法额外变量的数目降至为 1，使得未知变量总个数降

为 5，从而在计算 ψ̂1 的过程中降低了矩阵乘法维度

（现有闭式算法未知变量总个数为 2 min{Nt Nr }+ 5）；

（2）所提算法第一步额外变量个数降为 1，第二步仅

需考虑单一额外变量与未知变量之间的关系，矩阵

维度与发射站/接收站数目无关，从而降低了计算复

杂度（现有算法需考虑较多额外变量与未知变量的

关系，第二步计算复杂度与发射站或接收站个数

有关）.
5. 3　发射站与接收站数目分析

本小节进一步分析所提算法给出唯一解所需的发

射站和接收站数目 . 根据第 4节的推导，所提算法第一

步通过降维思想将额外变量的个数减少到 1，总的未知

变量个数为 5. 因此仅利用时延观测量时，保证所提算

法有唯一解需满足

Nt Nr ≥ 5 （44）
而对于现存闭式算法［22，23］，其未知变量的个数为

2 min{Nt Nr }+ 5，因 此 现 有 算 法 需 满 足 Nt Nr ≥
2 min{Nt Nr }+ 5才可保证有唯一解 . 例如，当发射站数

目为 2，接收站数目为 3或 4时，对于现存算法而言，未

知变量个数为 9，现存算法可建立的独立等式方程数目

仅为6或8，无法对9个未知量给出唯一解 . 而对于所提

算法，未知变量个数为 5，利用 6或 8个独立方程可实现

定位 . 显然，所提算法减少了定位所需的发射站或接收

站数目 .

6　仿真实验

本小节通过仿真实验进一步验证理论分析 . 仿真

实验包含四个多基地声呐定位场景，前两个场景发射

站以及接收站的真实位置固定［22］，具体参数同表 1. 后

两个仿真场景中，发射站和接收站的位置参数则根据

表 3 所给坐标区域利用均匀分布随机产生［24］. 参照对

比算法［22~24］，所有仿真实验中未知目标的坐标元素同

样根据表 3所给界限利用均匀分布产生，未知信号传播

速度由（1 400，1 600） m/s的均匀分布随机产生，时延误

差，发射站和接收站位置误差，角度误差以及时钟同步

误 差 的 协 方 差 矩 阵 分 别 设 置 为 Qn = σ
2
n INt Nr

，Qβ =

σ 2
β I3(Nt +Nr )，Qϕ =Qθ= σ

2
aoa INr

，Qδ = σ
2 I3(Nr +Nr ). 仿真性能指

标通过均方根误差（Root Mean Square Error， RMSE）进

行评估，其定义式为

RMSE(x)= ∑
l = 1

L

||(x̂ l - x)||2 /L （45）
式（45）中，x表示未知目标位置或信号传播速度，x̂ l

表示第 l 次仿真实验对 x 的估计值，L = 5 000 为蒙特卡

洛仿真实验总次数 . 此外，联合时延和角度信息以及仅

利用时延信息的平方根 CRLB 式（12）作为性能标尺也

在仿真实验中一并给出 . 仿真实验在安装有 Mat⁃
lab2018b的笔记本电脑上运行，其CPU为 Intel Core i5.

6. 1　估计性能随时延测量误差的变化情况

本小节考虑所提算法估计性能随时延测量误差 σn

的变化情况，参照文献［22~25，29］，位置误差，角度误差以及

时钟同步误差的标准差分别设置为 σβ = 0.01 m，σaoa = 1o

以及 σ = 0.1 ms，σn 变化范围为 1 ms  0.1 s［22~24，29］. 本小

节仿真结果在图 2中给出 . 根据仿真结果可得，未考虑

时钟同步误差的所提算法在整个 σ 2
n 的变化范围内都无

法实现 CRLB 精度 . 当时延测量误差大于 0.01 s 时，联

合角度和时延估计可提供更低的目标位置和信号传播

速度估计 RMSE. 此外，利用所提算法得到目标位置和

信号传播速度估计RMSE也低于现有算法［22，24］，这主要

表2　所提算法计算复杂度

第一步计算项

W1

ψ̂1

第二步计算项

W2

ψ̂2

B1Qm

B1Qm BT
1

D1Qβ

D1QβDT
1

(B1Qm BT
1 +D1QβDT

1 )-1

AT
1W1

AT
1W1 A1

(AT
1W1 A1 )-1

(AT
1W1 A1 )-1 AT

1W1

(AT
1W1 A1 )-1 AT

1W1b

B2cov(ψ̂1 )

B2cov(ψ̂1 )BT
2

(B2cov(ψ̂1 )BT
2 )-1

AT
2W2

AT
2W2 A2

(AT
2W2 A2 )-1

(AT
2W2 A2 )-1 AT

2W

(AT
2W2 A2 )-1 AT

2W2b2

所需乘法次数

((Nt + 2)Nr )3

((Nt + 2)Nr )3

9Nr (Nt + 2)(Nt +Nr )2

3((Nt + 2)Nr )2 (Nt +Nr )

((Nt + 2)Nr )3

5((Nt + 2)Nr )2

25((Nt + 2)Nr )

125

25((Nt + 2)Nr )

5((Nt + 2)Nr )

所需乘法次数

125
125
125
100
80
64
80
20

表3　位置坐标界限值 单位：m
界限

发射站

接收站

未知目标

xti

yti

zti

xsj

ysj

zsj

xu

yu

zu

上界

3 000
3 000
1 000
3 000
3 000
1 000
1 500
1 500
1 000

下界

−3 000
−3 000

0
−3 000
−3 000

0
−1 500
−1 500

0
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是由于现有算法可能对三维场景比较敏感，从而产生 较大的性能损失 .

6. 2　估计性能随发射站、接收站位置误差的变化

情况

本小节考虑所提算法估计性能随发射站以及接收

站位置误差 σ 2
β 的变化情况，时延测量误差的标准差设

置为 σn = 1 ms，角度误差以及时钟同步误差的标准差设

置同 6.1 节 . 仿真结果如图 3 所示，与 6.1 节类似，所提

算法在整个误差范围内均能提供比现有算法更低的参

数估计 RMSE. 随着位置误差 σβ的增加，联合角度信息

的估计性能优势逐渐显现出来 .

6.  3　估计性能随接收站数目的变化情况

本小节进一步评估所提算法随接收站数目的变化

情况 . 时延误差，位置误差，角度误差以及时钟同步误

差的标准差分别设置为 σn = 0.01 s，σβ = 0.01 m，σaoa = 1o

以及 σ = 1 ms. 发射站和接收站数目分别设置为 Nt = 2

和 Nr = 3519. 根据图 4仿真结果可得，即使在发射

站和接收站数目较少的情况下（Nt = 2，Nr = 3），所提算

法得到的位置和信号传播速度RMSE也十分接近CRLB
精度；现有算法则由于具有较多的辅助变量，在发射站

和接收站数目较少的情况下无法给出唯一解，从而引

起较大的性能损失 .

6.  4　误差累积分布函数对比情况

本小节给出所提算法与现有算法［22，24］估计误差累

积分布函数（Cumulative Density Function，CDF）的对比

情况，现有算法两条路径的时延协方差矩阵以及位置

误 差 协 方 差 矩 阵 分 别 设 置 为 Qn = σ
2
n INt Nr

和 Qβ =

σ 2
β I3(Nt +Nr ) . 另外，各个测量值误差标准差的设置与 6.3

(a) 位置估计性能 (b) 传播速度估计性能

图2　估计性能随时延测量误差的变化情况

(a) 位置估计性能

(b) 传播速度估计性能

图3　估计性能位置误差的变化情况
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节保持一致 . 实验结果如图 5所示 . 与现存算法相比，

仅利用时延观测量的所提算法可提供更低的位置和信

号传播速度估计误差 . 造成这种现象的主要原因可能

是现有算法［22，24］对随机配置场景较为敏感，遭受阈值

效应或陷入了局部最优解 .

7　结论

本文对未知信号传播速度下存在时钟同步误差和

传感器位置误差的多基地定位问题开展研究，提出一

种新的闭式算法 . 理论分析和仿真实验证明了所提算

法在合理的误差条件下可实现CRLB，同时表明所提算

法在较小数目发射站和接收站场景下可实现定位，且

目标位置和信号传播速度估计均方根误差均优于现有

算法 .
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